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摘 要： 变分图像分解，通过极小化能量泛函将图像分解为不同的特征分量，可以被应用到图像的恢复和重建．
提出了变分框架下的多尺度图像恢复和重建的思想．基于这种思想，首先提出了一个单参数的（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）三元变分分
解模型，并且理论分析了参数与不同特征分量的尺度的关系．然后将此模型的参数选为一个二进制序列，得到多尺度
的（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）变分分解．该多尺度变分分解可以将图像分解为一序列图像结构、纹理和噪声．证明了此多尺度分解的
收敛性并且基于对偶理论和交替迭代算法给出了其数值求解方法．最后将提出的多尺度的（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）变分分解应用
到图像恢复和重建，实验结果证实了理论分析的正确性，显示了将此模型进行图像多尺度恢复和重建的有效性，和与

一些其他分解模型相比较的优越性．
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１ 引言

从噪声图像中恢复重建真实图像是图像处理研究

的一个重要研究内容．它可以看成是对图像 ｆ的一个分
解［１～５］，ｆ＝ｕ＋ｖ，其中 ｕ表示图像的结构分量；ｖ表示
图像的震荡分量．图像分解是一个逆问题，可以通过泛

函极小化和正则化来实现，本文称这种方法为变分图像

分解．其一般形式为［６，７］：
ｉｎｆ

（ｕ，ｖ）∈Ｘ１×Ｘ２
Ｋ（ｕ，ｖ）＝Ｆ１（ｕ）＋λＦ２（ｖ）：ｆ＝ｕ＋{ }ｖ （１）

其中 Ｘ１，Ｘ２是函数或者分布空间，Ｆ１，Ｆ２是非负泛函，

λ＞０是调节参数．现在大部分变分图像分解工作都集
中在对空间 Ｘ１，Ｘ２和泛函 Ｆ１，Ｆ２的选取上．
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Ｒｕｄｉｎ等［８］提出了ＲＯＦ模型．该模型用有界变分空
间ＢＶ刻画图像的结构分量，用 Ｌ２空间刻画震荡分量，
它因此也被称为（ＢＶ，Ｌ２）分解．ＲＯＦ模型允许解函数 ｕ
∈ＢＶ沿曲线出现间断，所以图像的边缘可以在恢复图
像中得到较好的保持．但是由于震荡函数具有较大的
Ｌ２范数，所以ＲＯＦ模型会将一部分结构分解到震荡分
量 ｖ中［６］．Ｍｅｙｅｒ［６］对ＲＯＦ模型进行了研究，提出了三个
赋范空间来刻画图像的震荡分量，分别采用符号 Ｇ，Ｆ，
Ｅ来表示，其中 Ｇ＝ｄｉｖ（Ｌ∞（Ω，ＲＲ２）），Ｆ＝ｄｉｖ（ＢＭＯ）
（ＢＭＯ是有界平均震荡函数空间），Ｅ＝Ｂ∞－１，∞（Ｂｅｓｏｖ空
间 Ｂ１１，１的对偶空间）．这三个空间的范数都比 Ｌ２范数
弱，可以很好的刻画图像的震荡分量．当模型（１）中的
泛函 Ｆ２选用‖·‖Ｇ，‖·‖Ｆ和‖·‖Ｅ时，模型分别称

为（ＢＶ，Ｇ），（ＢＶ，Ｆ），（ＢＶ，Ｅ）分解模型．这三个模型在
实际中求解都比较困难，后续有大量工作集中在对这

三个模型的近似计算上．
Ｖｅｓｅ等［９］利用 Ｌｐ范数近似 Ｌ∞范数，率先提出了

（ＢＶ，Ｇ）分解的近似模型；Ｏｓｈｅｒ等［１０］利用负 Ｈｉｌｂｅｒｔ
Ｓｏｂｏｌｅｖ空间 Ｈ－１近似 Ｇ空间；Ｌｉｅｕ等［１１］采用更一般的
负ＨｉｌｂｅｒｔＳｏｂｏｌｅｖ空间 Ｈ－ｓ近似Ｇ空间；Ａｕｊｏｌ等［１２］利用
对偶理论，将 ｖ的计算转换成求解Ｇ空间内闭球上的
投影；Ｌｅ等在文献［１３］中给出了（ＢＶ，Ｆ）分解的近似模
型；Ａｕｊｏｌ等［１４］利用小波分解，近似的求解了（ＢＶ，Ｅ）分
解．如果将上述变分分解模型直接用于图像恢复和重
建，将存在以下两个不足：（１）这些模型都是固定尺度
下的分解，因为其中的参数都是定值，所以只能得到固

定尺度下的恢复和重建图像．（２）上述模型都是二元分
解，不能很好的区分图像的纹理和噪声．在进行多尺度
图像重建时，噪声会随着纹理出现在重建图像中而降

低重建图像的质量．
Ｔａｄｍｏｒ等［１５］为了进行多尺度图像描述，将（ＢＶ，Ｌ２）

分解模型中的固定参数替换为一个二进制序列，提出

了分层（ＢＶ，Ｌ２）变分分解模型；Ｏｓｈｅｒ等［１６］针对（ＢＶ，Ｌ２）
分解中最优参数λ难以进行估计的问题，提出了基于

（ＢＶ，Ｌ２）的迭代正则化图像恢复模型．这两个模型实际
上都能进行多尺度图像修复和重建．但是（ＢＶ，Ｌ２）分解
容易将图像的结构分到图像的震荡分量中而导致恢复

图像中结构的损失；Ｔａｎｇ等［１７］为了进行多尺度纹理提
取，提出了分层（ＢＶ，Ｇ）分解模型．将其应用到多尺度图
像修复和重建，可以避免（ＢＶ，Ｌ２）分解中出现的缺点．
但是（ＢＶ，Ｇ）是一个二元分解，不能很好的区分图像的
纹理和噪声，所以在进行图像重建时，噪声将很快的出

现在重建图像中而降低重建图像的质量；Ａｕｊｏｌ等在文
献［１４］提出了一个（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）三元分解模型，此模型能
较好的区分图像的纹理和噪声．但是此模型是固定参

数的分解，不能用来进行多尺度图像恢复和重建．
针对上述变分分解模型进行图像恢复和重建所存

在的不足，本文提出了一个单参数的多尺度（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）
三元变分分解模型．采用此模型进行多尺度图像恢复
和重建，具有以下优势：（１）它将图像分解成一序列不
同尺度的结构，纹理和噪声，能很方便的进行多尺度图

像恢复和重建．（２）该分解是一个三元分解，能分开地
提取图像在不同尺度下的结构，纹理和噪声．这样在重
建图像时，可以较好的重建图像的纹理，而剔除噪声．

２ 多尺度变分分解

文本提出的单参数（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）三元变分分解模型
定义如下：

ｉｎｆ
ｕ∈ＢＶ，ｖ∈Ｇ，ω∈Ｅ

｛｜ｕ｜ＢＶ＋λ‖ｆ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２

＋‖ｖ‖Ｇ＋‖ω‖Ｅ｝ （２）
其中λ＞０是调节参数．通过求解问题（２），图像 ｆ被分
解成四个部分ｆ＝ｕ＋ｖ＋ω＋ｒ，其中 ｕ∈ＢＶ表示图像
的结构；ｖ∈Ｇ表示图像的纹理；ω∈Ｅ表示图像的噪
声；ｒ＝ｆ－ｕ－ｖ－ω表示分解后的剩余．
２１ 尺度参数λ的分析

模型（２）中的参数λ可以看成尺度参数．下面理论
研究λ分别与提取的结构，纹理和噪声尺度的关系．求
解极小化问题（２）可以转化成连续求解以下耦合问题：

固定 ｖ和ω，通过下面的极小化问题求解 ｕ
ｉｎｆ
ｕ∈ＢＶ

｜ｕ｜ＢＶ＋λ‖ｆ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ{ }２ （３）

固定 ｕ和ω，通过下面的极小化问题求解 ｖ
ｉｎｆ
ｖ∈Ｇ
λ‖ｆ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２＋‖ｖ‖{ }Ｇ （４）

固定 ｕ和ｖ，通过下面的极小化问题求解ω
ｉｎｆ
ω∈Ｅ
λ‖ｆ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２＋‖ω‖{ }Ｅ （５）

（１）参数λ与结构尺度的关系
极小化问题（３）实际上是 ＲＯＦ模型．Ｓｔｒｏｎｇ等［１８］假

设输入图像为黑色背景上的白色圆盘，理论研究参数λ

和保持在ｕ中结构尺度之间的关系．他们推导出问题
（３）的解为：

ｕ＝
１－１
λ

( )Ｒ ｆ－ｖ－( )ω ，λ＞
１
Ｒ

０， λ≤
１{
Ｒ

（６）

式（６）说明图像中半径小于１／λ的圆盘将被去除．对于
半径大于１／λ的圆盘，其对比度将有部分损失，其损失
量反比于λＲ．换句话说，尺度大于１／λ的结构将被保持
在结构分量中 ｕ中，而小于１／λ的将被模糊掉．

（２）参数λ与纹理尺度的关系
泛函式（４）的 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为：

０∈２λ ω＋ｕ＋ｖ－( )ｆ＋Ｌ（ｖ） （７）

４５３２ 电 子 学 报 ２０１３年



其中 Ｌ（ｖ）＝‖ｖ‖Ｇ，Ｌ（ｖ）是泛函 Ｌ在点ｖ的次微分．
方程式（７）可以改写为

２λ ｆ－ｕ－ｖ－( )ω ∈Ｌ（ｖ） （８）
式（８）等价于

ｖ∈Ｌ ２λ ｆ－ｕ－ｖ－( )( )ω （９）
其中，Ｌ是泛函 Ｌ的 ＬｅｇｅｎｄｒｅＦｅｎｃｈｅｌ变换．因为 Ｌ（ｖ）
＝‖ｖ‖Ｇ是一阶齐次的，所以 Ｌ是定义在闭凸集 Ｋ＝
θ：｜θ｜ＢＶ≤{ }１上的指示函数．式（９）可以改写为
０∈ｆ－ｕ－ｖ－ω－ｆ＋ｕ＋ω＋Ｌ ２λ ｆ－ｕ－ｖ－( )( )ω

（１０）
式（１０）说明 ｒ＝ｆ－ｕ－ｖ－ω是极小化问题

ｉｎｆ
ｒ∈ＢＶ

１
２‖ｆ－ｕ－ω－ｒ‖

２
Ｌ２＋
１
２λ
Ｌ（２λｒ{ }） （１１）

的解．通过 Ｌ的定义，极小化问题（１１）等价于下面的
约束极值问题：

ｉｎｆ
ｒ∈ＢＶ

１
２‖ｆ－ｕ－ω－ｒ‖

２
Ｌ２ｓ．ｔ．２λ｜ｒ｜ＢＶ≤１ （１２）

极小化问题（１２）的等价 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ形式为

ｉｎｆ
ｒ∈ＢＶ

１
２‖ｆ－ｕ－ω－ｒ‖

２
Ｌ２＋２λγ１｜ｒ｜{ }ＢＶ （１３）

其中γ１是Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ参数．极小化问题（１３）是问题（４）
的对偶问题，ｒ为对偶变量．利用结论（６），它的解为

ｒ＝
１－
４λγ１( )Ｒ ｆ－ｕ－( )ω ， ４λγ１＜Ｒ

０， ４λγ１≥
{

Ｒ
则纹理分量 ｖ可以表示为

ｖ＝ｆ－ｕ－ω－ｒ＝
４λγ１
Ｒ ｆ－ｕ－( )ω ， ４λγ１＜Ｒ

ｆ－ｕ－ω， ４λγ１≥
{

Ｒ
（１４）

式（１４）说明半径小于 ４λγ１的圆盘将被保持在 ｖ中，而
半径大于４λγ１的圆盘有不同程度的对比度损失．换句
话说，尺度小于 ４λγ１的纹理将被保持在纹理分量中 ｖ
中，而大于４λγ１的纹理将被模糊掉．

（３）参数λ与噪声尺度之间的关系
泛函（５）的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为

２λ ｆ－ｕ－ｖ－( )ω ∈Ｓ（ω） （１５）
其中 Ｓ（ω）＝‖ω‖Ｅ．式（１５）等价于

ω∈Ｓ ２λ ｆ－ｕ－ｖ－( )( )ω （１６）
由于 Ｅ＝Ｂ∞－１，∞（Ｂｅｓｏｖ空间 Ｂ１１，１的对偶空间），则 Ｓ是
定义在闭凸集 θ：‖θ‖Ｂ１１，１≤{ }１上的指示函数．式（１６）
可以改写为

０∈ｆ－ｕ－ｖ－ω－ｆ＋ｕ＋ｖ＋Ｓ ２λ ｆ－ｕ－ｖ－( )( )ω

上式说明 ｒ＝ｆ－ｕ－ｖ－ω是极小化问题

ｉｎｆ
ｒ∈Ｂ

１
１，１

１
２‖ｆ－ｕ－ｖ－ｒ‖

２
Ｌ２＋
１
２λ
Ｓ（２λｒ{ }） （１７）

的解．通过 Ｓ的定义，极小化问题（１７）等价于下面的
约束极值问题：

ｉｎｆ
ｒ∈Ｂ

１
１，１

１
２‖ｆ－ｕ－ｖ－ｒ‖

２
Ｌ２ｓ．ｔ２λ‖ｒＢ１１，１≤１ （１８）

极小化问题（１８）的等价 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ形式为：

ｉｎｆ
ｒ∈Ｂ

１
１，１

１
２‖ｆ－ｕ－ｖ－ｒ‖

２
Ｌ２＋２λγ２‖ｒ‖Ｂ１１，{ }

１
（１９）

其中γ２是Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ参数．极小化问题（１９）是问题（５）
的对偶问题．采用小波软阈值（阈值为４λγ２）算法［１４］，极
小化问题（１９）的解近似为：

ｒ≈ＷＳＴ（ｇ，４λγ２）＝∑ ｜^ｇｉ，ｊ｜≥４λγ２
ｇ^ｉ，ｊφｉ，ｊ

其中 ｇ＝∑ ｇ^ｉ，ｊφｉ，ｊ是ｇ＝ｆ－ｕ－ｖ的小波分解．则噪
声分量ω可以表示为：

ω＝ｆ－ｕ－ｖ－ｒ≈ｆ－ｕ－ｖ－ＷＳＴ（ｆ－ｕ－ｖ，４λγ２）
上式说明在噪声分量ω中，小波系数小于４λγ２的分量
将被保持，而大于４λγ２的分量将被去除．
２２ 多尺度变分分解模型

求解极小化问题（２），图像 ｆ被分解为ｕλ＋ｖλ＋ωλ
＋ｒλ．由２．１节的讨论，ｕλ抓取了尺度大于１／λ的图像
结构，ｖλ抓取了尺度小于 ４λγ１的纹理，ωλ抓取了尺度
小于４λγ２的噪声．在这种情况下，尺度小于 １／λ的结
构，尺度大于４λγ１的纹理和尺度大于４λγ２的噪声仍然
保留在剩余 ｒλ中．可以通过增加尺度参数的值提取保
留在剩余分量 ｒλ中的结构，纹理和噪声，例如２λ．

ｒλ＝ｕ２λ＋ｖ２λ＋ω２λ＋ｒ２λ （２０）
其中

（ｕ２λ，ｖ２λ，ω２λ）
＝ａｒｇｉｎｆ｛｜ｕ｜ＢＶ＋２λ‖ｒλ－ｕ－ｖ－ω‖

２
Ｌ２

＋‖ｖ‖Ｇ＋‖ω‖Ｅ｝

类似地，ｕ２λ抓取了尺度大于１／２λ的图像结构，ｖ２λ抓取
了尺度小于８λγ１的纹理，ω２λ抓取了尺度小于 ８λγ２的
噪声．而尺度小于１／２λ的结构，尺度大于８λγ１的纹理
和尺度大于 ８λγ２的噪声仍然保留在剩余 ｒ２λ中．则式
（２０）的过程可以继续进行以提取保留在剩余分量 ｒ２λ中
的结构，纹理和噪声．最终的多尺度变分分解模型叙述
如下：

设初始尺度参数λ＝λ０，通过求解极小化问题（２），
ｆ图像被分解为：

ｆ＝ｕ０＋ｖ０＋ω０＋ｒ０
其中

（ｕ０，ｖ０，ω０）
＝ａｒｇｉｎｆ｛｜ｕ｜ＢＶ＋λ０‖ｆ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２

＋‖ｖ‖Ｇ＋‖ω‖Ｅ｝

连续采用二进制分解式（２０），
ｒｉ＝ｕｉ＋１＋ｖｉ＋１＋ωｉ＋１＋ｒｉ＋１，ｉ＝０，１，… （２１）
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其中

（ｕｉ＋１，ｖｉ＋１，ωｉ＋１）
＝ａｒｇｉｎｆ｛｜ｕ｜ＢＶ＋λ０２ｉ＋１‖ｒｉ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２

＋‖ｖ‖Ｇ＋‖ω‖Ｅ｝

通过分解式（２１），ｋ步之后，可以得到图像 ｆ的多尺度
分解：

ｆ＝ｕ０＋ｖ０＋ω０＋ｒ０
＝ｕ０＋ｕ１＋ｖ０＋ｖ１＋ω０＋ω１＋ｒ１
＝…
＝ｕ０＋ｕ１＋…＋ｕｋ＋ｖ０＋ｖ１＋…＋ｖｋ＋ω０＋ω１＋…＋
ωｋ＋ｒｋ （２２）

其中∑
ｋ

ｉ＝０
ｕｉ表示图像ｆ的多尺度结构；∑

ｋ

ｉ＝０
ｖｉ表示

图像的多尺度纹理．如果将多尺度分解式（２２）应用到图

像的多尺度恢复和重建，∑
ｋ

ｉ＝０
ｕｉ表示多尺度恢复图

像；∑
ｋ

ｉ＝０
ｕｉ＋ｖ( )ｉ表示多尺度重建图像．

２３ 多尺度变分分解的收敛性

图像 ｆ的多尺度分解（２２）可以通过连续地求解下
面的极小化问题得到，

ｉｎｆ
ｕ，ｖ，ω
｛｜ｕ｜ＢＶ＋λ０２ｉ＋１‖ｒｉ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２

＋‖ｖ‖Ｇ＋‖ω‖Ｅ｝，ｉ＝－１，０，１，… （２３）
其中 ｒ－１：＝ｆ．本文定义一个新的范数‖·‖度量 Ｌ

２

函数．
定义 １ 设ξ∈Ｌ

２，‖ｕ‖Ｘ＝｜ｕ｜ＢＶ，‖ｖ‖Ｙ＝
‖ｖ‖Ｇ，‖ω‖Ｚ＝‖ω‖Ｅ，则空间 Ｘ＋Ｙ＋Ｚ的插值范
数为：

‖ｈ‖Ｘ＋Ｙ＋Ｚ＝ｉｎｆ｛‖ｕ‖Ｘ＋‖ｖ‖Ｙ＋‖ω‖ｚ：ｈ＝ｕ＋ｖ
＋ω，ｕ∈Ｘ，ｖ∈Ｙ，ω∈Ｚ｝

则‖ξ‖定义为：

‖ξ‖＝ｓｕｐｈ
＜ξ，ｈ＞

‖ｈ‖Ｘ＋Ｙ＋Ｚ
＝ ｓｕｐ
‖ｈ‖Ｘ＋Ｙ＋Ｚ≤１

＜ξ，ｈ＞

其中＜·，·＞表示 Ｌ２内积．
范数‖·‖实际上是‖·‖Ｘ＋Ｙ＋Ｚ的对偶范数．利

用‖·‖，对于极小化问题（２３），有以下结论．
引理１ 设（ｕｉ＋１，ｖｉ＋１，ωｉ＋１）是极小化问题（２３）的

解，则 ｒｉ＋１＝ｒｉ－ｕｉ＋１－ｖｉ＋１－ωｉ＋１是极小化问题

ｉｎｆ
ｒ
‖ｒｉ－ｒ‖２Ｌ２ｓ．ｔ．‖ｒ‖≤

１
λ０２ｉ＋２

的解．
证明 利用定义１中的符号，极小化问题（２３）可以

改写为：

ｉｎｆ
ｈ∈Ｘ＋Ｙ＋Ｚ

Ｆ（ｈ）＋λ０２ｉ＋１‖ｒｉ－ｈ‖２Ｌ{ }２ （２４）

其中 Ｆ（ｈ）＝‖ｈ‖Ｘ＋Ｙ＋Ｚ．因为（ｕｉ＋１，ｖｉ＋１，ωｉ＋１）是极
小化问题（２３）的解，所以 ｈｉ＋１＝ｕｉ＋１＋ｖｉ＋１＋ωｉ＋１是极
小化问题（２４）的解．则

０∈Ｆ（ｈｉ＋１）＋λ０２ｉ＋２（ｈｉ＋１－ｒｉ）λ０２ｉ＋２（ｒｉ－ｈｉ＋１）

∈Ｆ（ｈｉ＋１） （２５）
式（２５）等价于

ｈｉ＋１∈Ｆ λ０２
ｉ＋２（ｒｉ－ｈｉ＋１( )） （２６）

其中 Ｆ是 Ｆ的ＬｅｇｅｎｄｒｅＦｅｎｃｈｅｌ变换，它是定义在闭凸
集 θ：‖θ‖≤{ }１上的指示函数．式（２６）可以改写为：

０∈ｒｉ－ｈｉ＋１－ｒｉ＋Ｆ λ０２
ｉ＋２（ｒｉ－ｈｉ＋１( )）

这说明 ｒｉ＋１＝ｒｉ－ｕｉ＋１－ｖｉ＋１－ωｉ＋１＝ｒｉ－ｈｉ＋１是极小化
问题

ｉｎｆ
ｒ

１
２‖ｒｉ－ｒ‖

２
Ｌ２＋

１
λ０２ｉ＋２

Ｆ λ０２ｉ＋２( ){ }ｒ （２７）

的解．根据 Ｆ的定义，极小化问题（２７）可以改写成

ｉｎｆ
ｒ
‖ｒｉ－ｒ‖２Ｌ２ｓ．ｔ．‖ｒ‖≤

１
λ０２ｉ＋２

结 论 得

证．
定理１ 设 ｆ∈Ｌ２，则多尺度变分分解（２２）的剩余

分量 ｒｋ满足‖ｒｋ‖→０（ｋ→＋∞）．

证明 通过引理１，有‖ｒｋ‖≤
１

λ０２ｋ＋１
，则可得当

ｋ→＋∞时，‖ｒｋ‖→０．

３ 模型求解

本文采用交替迭代算法求解极小化问题（２３）．
ｖ和ω固定，通过下面的极小化问题求解 ｕ

ｉｎｆ
ｕ∈ＢＶ

｜ｕ｜ＢＶ＋λ０２ｋ＋１‖ｒｋ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ{ }２ （２８）

ｕ和ω固定，通过下面的极小化问题求解 ｖ
ｉｎｆ
ｖ∈Ｇ
λ０２ｋ＋１‖ｒｋ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２＋‖ｖ‖{ }Ｇ （２９）

ｕ和ｖ固定，通过下面的极小化问题求解ω
ｉｎｆ
ω∈Ｅ
λ０２ｋ＋１‖ｒｋ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２＋‖ω‖{ }Ｅ （３０）

注意为了在后续的叙述中不引起角标的混淆，对于问

题（２３）中的角标 ｉ，在耦合问题（２８）～（３０）中，本文将其
换为 ｋ．并且为了简化符号，记λｋ＝λ０２ｋ＋１．

首先求解极小化问题（２８）．采用 Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ提出的
对偶框架下的投影算法［１９］，极小化问题（２８）的解为

ｕｋ＋１＝ｒｋ－ｖ－ω－ＰｒｏｊＧ１／２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω）

其中 ＰｒｏｊＧ１／（２λｋ）（ｒｋ－ｖ－ω）表示 ｒｋ－ｖ－ω 在闭凸集

θ：‖θ‖Ｇ≤１／２λ{ }ｋ 上的投影．在离散条件下，计算
ＰｒｏｊＧ１／（２λｋ）（ｒｋ－ｖ－ω）等价于求解以下极小化问题：

ｍｉｎ
ξ∈Ｃ

１
ｃ Ω，ＲＲ( )２

｛ｄｉｖ（ξ）－２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω）
２
Ｌ２，ξｉ，ｊ≤１，ｉ，ｊ＝１，

…，Ｎ｝ （３１）
其中 Ｎ×Ｎ表示图像大小，ξ ＝ ξ

１，ξ( )２ ，ξｉ，ｊ ＝

（ξ
１
ｉ，ｊ）
２＋（ξ

２
ｉ，ｊ）槡 ２．泛函（３１）的 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为

－ ｄｉｖ（ξ）－２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω( )） ｉ，ｊ＋ａｉ，ｊξｉ，ｊ＝０（３２）
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其中 ａｉ，ｊ是Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．根据互补松驰定理可得 ａｉ，ｊ
＞０，｜ξｉ，ｊ｜＝１；或者｜ξｉ，ｊ｜＜１，ａｉ，ｊ＝０．所以对于任意情
况，ａｉ，ｊ满足：

ａｉ，ｊ＝  ｄｉｖ（ξ）－２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω( )） ｉ，ｊ

采用半隐式的固定点迭代算法求解式（３２），可得迭代格
式

ξ
０＝０，ξｎ＋１ｉ，ｊ＝

ξ
ｎ
ｉ，ｊ＋τ  ｄｉｖ（ξｎ）－２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω( )( )） ｉ，ｊ

１＋τ  ｄｉｖ（ξｎ）－２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω( )） ｉ，ｊ

则ＰｒｏｊＧ１／２λｋ（ｒｋ－ｖ－ω）＝
１
２λｋ
ｄｉｖ（ξ

ｎ＋１
ｉ，ｊ）．

接着求解极小化问题（２９）．本文利用‖ｖ‖Ｈ－１近似

‖ｖ‖Ｇ
［１０］，极小化问题（２９）可以近似为

ｉｎｆ
ｖ
λｋ‖ｒｋ－ｕ－ｖ－ω‖２Ｌ２＋‖（Δ－１ｖ）‖２Ｌ{ }２ （３３）

泛函式（３３）的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为

Δ
－１ｖ＝λｋ（ｕ＋ｖ＋ω－ｒｋ）ｖ＝Δλｋ（ｕ＋ｖ＋ω－ｒｋ( )）

（３４）
采用梯度下降法，方程（３４）的解等价于下面发展方程的
稳态解，

ｖｔ＝Δλｋ（ｕ＋ｖ＋ω－ｒｋ( )） －ｖ

ｖ（ｘ，ｙ，０）＝０，
（ｕ＋ｖ＋ω－ｒｋ）

ｎ Ω

{ ＝０
（３５）

采用半隐式有限差分格式求解方程（３５），则迭代格式为

ｖ０＝０，ｖｎ＋１ｉ，ｊ＝
ｖｎｉ，ｊ＋τλｋΔ ｕ＋ω＋ｖｎ－ｒ( )( )ｋ ｉ，( )ｊ

１＋τ
最后求解极小化问题（３０）．由 ２１节的讨论，采用

小波软阈值（阈值为４λｋγ２）算法，它的解近似为

ω＝ｒｋ－ｕ－ｖ－ＷＳＴ（ｒｋ－ｕ－ｖ，４λｋγ２）
其中 ＷＳＴ小 波软阈值算子，定 义 为 ＷＳＴ（ｇ，δ）

＝∑ ｜^ｇｉ，ｊ｜≥δ
ｇ^ｉ，ｊφｉ，ｊ，其中 ｇ＝∑ｇ^ｉ，ｊφｉ，ｊ为 ｇ的小波分解．

４ 实验结果

本节对提出的多尺度（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）变分分解（２２）进
行实验论证．实验中，参数选择如下：步长τ＝００５，初

始尺度参数λ０＝０００５，小波阈值γ２＝ ２ｌｏｇ１０Ｎ槡 ２［１４］．本
文采用峰值信噪比（ＰＳＮＲ），信噪比（ＳＮＲ）和平均结构相
似性指标（ＭＳＳＩＭ）［２０］来衡量恢复重建图像的质量．图１
给出了测试噪声图像（加入方差为２０的高斯噪声），测
试图像的ＳＮＲ，ＰＳＮＲ与ＭＳＳＩＭ值见表１．

表１ 测试噪声图像的ＳＮＲ，ＰＳＮＲ与ＭＳＳＩＭ值

ＳＮＲ（ｄＢ） ＰＳＮＲ（ｄＢ） ＭＳＳＩＭ

Ｂａｒｂａｎａ图像 １６．６５４７ ２２．２０２３ ０．７２１２

照相人图像 １６．０３４６ ２１．７４５３ ０．６９６５

蝴蝶图像 １６．２３７５ ２１．９８７６ ０．７１５３

图２是利用多尺度（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）分解对噪声 Ｂａｒｂａｎａ
图像的实验结果．第一列显示了多尺度结构分量

∑
ｋ

ｉ＝０
ｕｉ，它可以看成多尺度的恢复图像．随着 ｋ值的

增加，图像的结构部分（例如 Ｂａｒｂａｎａ的面部器官）被逐

渐的恢复．第二列显示了多尺度纹理分量∑
ｋ

ｉ＝０
ｖｉ＋

１００（加上１００是为了提高视觉效果）．从实验结果可以
看出震荡比较剧烈的小尺度（粗糙）纹理被首先提取出

来．随着尺度参数λ的增加，大尺度纹理被逐渐的提取
出来．第三列显示了多尺度结构与纹理的和．它可以看
成是真实图像的多尺度的重建．重建图像的 ＳＮＲ，ＰＳＮＲ
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和ＭＳＳＩＭ值（分别见表２，表３和表４）随着尺度参数的
增加而逐渐增大，并且在 ｋ＝４时取得最大值．随着 ｋ
值的继续增加，ＳＮＲ，ＰＳＮＲ和 ＭＳＳＩＭ值反而减小．这是
由于纹理提取的尺度到达噪声的尺度，使得部分噪声

被当作纹理被 ｖｉ提取，从而导致重建图像质量降低．第
四列是剩余分量 ｒｋ＋１００的可视化图像．可以清楚的看
出，随着 ｋ值的增加，剩余分量中包含越来越少的图像
信息．这种现象符合本文在２３节对多尺度变分分解收
敛性的讨论．

表２ 多尺度重建 Ｂａｒｂａｎａ图像的ＳＮＲ值比较

ｋ 分层（ＢＶ，Ｌ２）分解 迭代（ＢＶ，Ｌ２）分解 小波分解 本文模型

０ １６．５４３７ １６．６７４３ １６．３５４６ １６．７８９０

１ １６．９４６７ １６．９３５６ １６．７２４５ １７．５４２３

２ １７．５３４５ １７．４６７４ １７．４５３４ １８．６２３２

３ １８．４５３４ １８．２３５６ １７．７４７８ １９．７２３２

４ １９．６７５８ １９．３４６５ １８．５６４３ １９．８２３１

５ １９．３４２３ １９．２３４５ １８．６７４３ １９．３３２１

表３ 多尺度重建 Ｂａｒｂａｎａ图像的ＰＳＮＲ值比较

ｋ 分层（ＢＶ，Ｌ２）分解 迭代（ＢＶ，Ｌ２）分解 小波分解 本文模型

０ ２１．３４２３ ２１．４５３４ ２１．２４５７ ２２．１７２３

１ ２２．１３７６ ２２．０３６２ ２１．７７５４ ２２．９３６２

２ ２２．９８６７ ２２．９７５６ ２２．２８４５ ２４．１２４５

３ ２３．５６４５ ２３．５４３７ ２３．４５３２ ２５．２４５６

４ ２４．６７８４ ２４．５４６７ ２３．９２５４ ２５．３５６７

５ ２４．４４２５ ２４．４２３４ ２４．１４６２ ２４．７６４３

表４ 多尺度重建Ｂａｒｂａｎａ图像的ＭＳＳＩＭ值比较

ｋ 分层（ＢＶ，Ｌ２）分解 迭代（ＢＶ，Ｌ２）分解 小波分解 本文模型

０ ０．６０１２ ０．６１３４ ０．６２４５ ０．６１３４

１ ０．６７６５ ０．６５４７ ０．６７８３ ０．６８５６

２ ０．７４４５ ０．７４５３ ０．７４３２ ０．７６３４

３ ０．８２４５ ０．８２３４ ０．８２３３ ０．８４３２

４ ０．８５３４ ０．８３６２ ０．８３１２ ０．８７４３

５ ０．８５１３ ０．８３５４ ０．８４２３ ０．８３２４

为了体现本文模型的优势，与分层（ＢＶ，Ｌ２）分
解［１５］，迭代（ＢＶ，Ｌ２）分解［１６］以及小波分解［２１］进行了对
比实验．利用这三个模型进行多尺度重建的结果分别
见图３，图４和图５．从实验结果可以看出，随着分解次
数的增加，图像的细节部分（例如 Ｂａｒｂａｎａ的面部器官
与头巾的纹理）被逐渐的重建出来．重建图像的 ＳＮＲ，
ＰＳＮＲ和ＭＳＳＩＭ值分别见表２，表３和表４．这些指标值
随着分解次数的增加首先逐渐增大，到达某个最大值

之后，又逐渐减小．这是由于多层分解重建了图像的细

节，使得重建图像的 ＳＮＲ，ＰＳＮＲ和 ＭＳＳＩＭ值增加．但是
随着分解的继续，一部分噪声也会随着图像细节被重

建到图像中，而导致 ＳＮＲ，ＰＳＮＲ和 ＭＳＳＩＭ值减小．通过
比较重建图像的ＳＮＲ，ＰＳＮＲ和ＭＳＳＩＭ的最大值，本文提
出的多尺度（ＢＶ，Ｇ，Ｅ）分解较这三个分解模型具有一
定的优势．

为了体现本文模型的适应性，对另外两幅自然图

像进行了对比实验，一幅是边缘信息丰富的照相人图
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像，另外一幅是含有弱边缘和少量纹理信息的蝴蝶图

像．利用四个模型对这两幅噪声图像进行重建的实验
结果分别见图６．为了节约版面，仅仅显示了 ＳＮＲ，ＰＳＮＲ
和ＭＳＳＩＭ指标值（见表５）取得最大值时的重建结果．从
实验结果可以直观的看出，这四个模型都能较好的去

除图像的噪声，重建图像的重要结构信息．但是本文模
型，分层（ＢＶ，Ｌ２）分解和迭代（ＢＶ，Ｌ２）分解在保持图像
边缘的能力上要优于小波分解．通过 ＳＮＲ，ＰＳＮＲ和
ＭＳＳＩＭ值量化比较，本文模型较其他三个模型更具优
势．

表５ 重建蝴蝶图像与照相人图像的ＳＮＲ、ＰＳＮＲ与ＭＳＳＩＭ值比较

照相人图像 蝴蝶图像

ＳＮＲ ＰＳＮＲ ＭＳＳＩＭ ＳＮＲ ＰＳＮＲ ＭＳＳＩＭ

分层（ＢＶ，Ｌ２）分解 １８．６７４５２４．５５３４０．８７３６１８．４５３２２４．３４５４０．８４６５

迭代（ＢＶ，Ｌ２）分解 １８．５６３４２４．４３７３０．８７２４１８．３８６７２４．２５７８０．８４４７

小波分解 １８．１７５４２４．１５３２０．８２３４１８．０６５６２４．０６２３０．８２４５

本文模型 １８．９２４７２４．８３４７０．８９５７１８．７７８１２４．８６５６０．８７３４

５ 结论

本文提出了变分框架下的图像多尺度恢复和重建

的思想．基于这种思想，首先提出一个新的单参数（ＢＶ，
Ｇ，Ｅ）三元分解模型，然后将单参数选为一个变化的二
进制序列，得到多尺度的变分分解模型，并且证明了此

模型的收敛性．最后将此模型应用到图像的多尺度恢
复和重建，取得较好的实验效果．但是本文还存在一些
不足之处：（１）本文模型仅仅考虑尺度因素，而忽略了
一些纹理和噪声其它的特征，例如方向，粗糙度，颜色

等．所以不能很干净的分离它们，导致重建图像到达一
定尺度后质量会下降；（２）在模型求解时，本文采用负
ＨｉｌｂｅｒｔＳｏｂｏｌｅｖ空间 Ｈ－１来近似 Ｇ空间，这种近似实际
上还是有很大的误差，这可能导致纹理提取的不精确．
所以我们的后续研究工作主要将集中在这两个方面．
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